Zusammenfassung wichtiger Rechenregeln

Herbert Stocker
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Quick-Test: Klicken Sie “Start” um mit dem Test zu beginnen. Wenn Sie fertig sind erhalten
Sie nach klicken von “Fertig” die Auswertung.

1. Kiirzen Sie den folgenden Bruch:

X3/4 X112 X1 X7

2. (X?2)3

5
5

X° X



VX 1/X X2 X2

4. Kiirzen Sie den folgenden Bruch:

X
Y = ¥
Y = X3 Y =X3 Y =1/(X"1 Y =1/X
5. Kiirzen Sie den folgenden Bruch:
XZ
Y= Xa+2
Y = Xot? Y =X¢ Y = X2 Yy=X""¢
6. Kiirzen Sie den folgenden Bruch:
Xl—a
Y =
Xa
Y=X Y =X Y = X2 Y = X2t

7. (2Pkt)
(1+X2)\ "
X
X5/(1+ X?%)5 (14 X)° (14X~ 1+ X°
Ergebnis: Prozent: Note:

Hinweis: Dieser und alle folgenden Tests wurden mit Hilfe des AcroTeX Bundles von D.P. Story
(http://www.math.uakron.edu/~dpstory/) erstellt.

Geradengleichungen

Sie werden in diesem Kurs 6fters mit Geradengleichungen konfrontiert werden. Im folgenden
Quick-Test kénnen Sie Thre diesbeziiglichen Kenntnisse testen.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die folgenden Tests folgende Notation fiir die Eingabe mathemati-
scher Formeln:

e Verwenden Sie als Kommazeichen einen Punkt (.) anstelle eines Beistrichs ()
2.B.3/2 =15

e Beachten Sie die GroB- und Kleinschreibung von Variablen, z.B. = # X.
e Verwenden Sie = fiir Multiplikation, z.B. axx fiir 4z; sowie / fiir Division.

e Verwenden Sie -~ fiir Potenzen: geben Sie 4%x~3 fiir 423 ein, oder 12*%x~-6 for 12276,


http://www.math.uakron.edu/~dpstory/

e Verwenden Sie Klammern um den Bereich einer Operation abzugrenzen: z.B.
axxx (x~2+1) 73 fiir 4z(z? + 1)3; 4~ (2xx+1) fiir 471 (sin(x))~2 fiir (sin(z))? (Sie kénnen
auch eckige [ 1 oder geschwungene Klammern { } verwenden).

e Funktionen: 1n fiir den natiirlichen Logarithmus; die Exponentialfunktion, e* kann ent-
weder als exp(x) oder als e~x eingeben werden; die Absolutfunktion, abs(-) kann auch
wie {iblich |-| eingeben werden, also abs(x) oder |x|; fiir v/z kann entweder sqrt(x) oder
x~(1/2) geschrieben werden.

Beispiel: Uben Sie durch Eingabe der folgenden Losung: 2¢x~3%(x~4+1) " (-1/2)
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Nochmals: Geben Sie den folgenden Ausdruck korrekt ein (achten Sie auf GroB- und Klein-
schreibung sowie auf die Klammersetzung!):
X3
1- X2t

1. (2P¥) Geben Sie die Geradengleichung der
Geraden A in der Form Y = k + d*X ein:

Y= Y
12 ;
2. (1P%) Die Steigung der Geraden A ist 10 & A
8 B
3. (2P*) Geben Sie die Geradengleichung der 6
Geraden B ein: 4
Y = 9 B A
- N
0 — =

4. (2P%) Geben Sie die Inverse X = f(Y) der
Geraden B ein:
X =

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20X

Korrekturfeld:
Ergebnis: Prozent: Note:



Logarithmus

Fiir e = 2.7182818284590452353602874713527 . . .

Differentiationsregeln

Wenn Y = f(X), dann ist der Differential-
quotient (bzw. die Ableitung) definiert als
ay f(Xo+ AX) — f(Xo)

ax = FX) = Jim AX

und entspricht graphisch dem Anstieg einer
Tangente im Punkt (X, Y).

1

0

In(a) + In(b)
In(a) — In(b)
bln(a)

(1/b) In(a)

Xo A\;( X
Regeln:
1. Konstante Funktion:
Y =q; % =0 (fiir @ konstant)

Beispiel: Y = 10, 2 =0

2. Potenzfunktion: v
Y=X% o =aXT
Beispiel:
Y = X% % =3X?
3. Summenregel:
Y= FX0) He(X) = 0 +g(X)

Beispiel:

d
Y =a+3X +4X?% — =0+3+8X



4. Produktregel:

V= FX) (X T = 0 a(X) + FX) ¢(X)
Beispiel:
2 dY 2
Y= (16X - 1EX? 1) o = 16(2X7 1) + (16X — 1)(4X)

5. Quotientenregel:

y_ &) dY  f(X)g(X) — f(X) g'(X)

g(X)"  dX (9(X))”

Beispiel:
v (16X — 1) dy  16(2X%*—1) — (16X — 1)4X
- (2Xx2 1)’ dX (2X2 —1)2

6. Kettenregel: Y = f(Z) und Z = g(X)

ay dY dz
Y = X)); _—_ =
FloX):  —w=—7 %
Beispiel: Y = Z* 7 = (X3 +2X?% — 1)
5 9 4 ay 3 2 3 2
V= (X°+2X*-1); ﬁ:4()( +2X%—1)" (3X% +4X)
7. Exponentialfunktion:
dy
Y = e, ﬁ:aeax (e=2,7...)
8. Logarithmische Funktion:
dy a
Y = CLII](X), ﬁ = X
Beispiel:
ay 2
Y =2In(X)+e*, — =42
n(X) + e, X = x T2

Quick-Test: Driicken Sie Start um mit dem Test zu beginnen!

— Y0 avy _
L (1P Yy = X708 40 —

2. (1IP) Y = 05X 2, 9=

3. (17%) Y =In(X?), 9 =

4. (1P Y = X2+ X), & =



d
5. (1) Y = (a +2X)2, 2 =

6. 27%) Y = (1+2X)", & =

ax

7.2 Y =X/(1+X), &=

Richtige Antworten:
Ergebnis: Prozent: Note:

Funktionen mit mehreren unabhingigen Veridnderlichen

Gegeben sei eine Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen
Yy = f (l’ 1) $2)

Partielle Ableitung:

Fiir die partielle Ableitung von y nach x; (geschrieben dy/0x;) werden alle anderen Variablen
konstant gehalten.

@: ﬁ = lim f(@1+ hy ) = fz1, 22)
Ory — dwy |y, h—0 h
dy _ dy I (Gt R R A
Oxy — dra|y, k—0 k

Da mit dem Symbol d eine infinitesimal kleine Anderung bezeichnet wird bedeutet dz, = 0,
dass x1 konstant gehalten wird (d.h. die Verdnderung von x; ist gleich Null). Fiir die partielle
Ableitung bedeutet dies, dass wir alle anderen Variablen als Konstante betrachten kénnen.
Manchmal wird die partielle Ableitung auch einfach mit Hilfe eines Subindex geschrieben, z.B.
dy/0x1 = y,, oder noch einfacher y;.

Zum Beispiel:

e Die partiellen Ableitungen der Funktion y = 29523 sind

0

8—51 = 0.52;%%z)

0

8—52 = 329°23
e Ein weiteres Beispiel:

oy oy (%)
_ ayB. _ a—1+vypB. — 1 _ a—2 B
e und noch ein Beispiel:
1 ay 1 1=p -
Y = [X]+ X5 G_JQ:;[leJFXQp] 7 (pX{Th)

6



Totales Differential

Zur Vereinfachung beginnen wir mit einer Funktion mit nur einer unabhéngigen Variablen x,
d.h. y = f(z). Wir mochten wissen, wie stark sich y verdndert (d.h. wie grof§ Ay ist), wenn sich
x um Az Einheiten verdndert. Abbildung 1 verdeutlicht, da} die Verdnderung von y (d.h. Ay)

naherungsweise gleich der Steigung der Tangente (= dy/dz) mal der Verdnderung von z (d.h.
Az) ist, d.h.

dy
Ay =~ I Ax
YA Steigung = g—i y = f(x)

Lo Az

Abbildung 1: Die Verédnderung von y (d.h. Ay) ist ndherungsweise gleich der Steigung der
Tangente (= dy/0z) mal der Verdnderung von x (d.h. Az), also Ay = % Deltazx.

Beim Totalen Differential fragen wir uns z.B., wie sich y dndert, wenn sich sowohl x; als auch
T9 dndern.

Anstelle einer Tangente legen wir nun eine Tangentialebene an den interessierenden Punkt. Ab-
bildung 2 veranschaulicht die Vorgangsweise: wir gehen Az, Einheiten in Richtung z;, wodurch
y ndherungsweise um 6;9_51 Ax; Einheiten zunimmt. AnschlieBend gehen wir Az, Einheiten in

Richtung x5, wodurch y ndherungsweise um weitere 5—5’2 Axy zunimmt.

Die gesamte Anderung von y ist also

8y Az, 8y

A
yr al'l 81'2

A.Tg

bzw. fiir infinitesimal kleine Anderungen von x; und -

ay dl’l + — ay

d
y= 8x1 6’x2

dl’z



f(x1,22)

Funktion:
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gleich der mit den Steigungen der Tangenten gewichtete Summe der Verdnderungen von x; und
oy

Abbildung 2: Das Totale Differential: Die Verdnderung von y (d.h. Ay) ist ndherungsweise

T, d.h. Ay ~

allerdings kann dies grafisch nicht mehr darge-

Y

., T,) ist das totale Differential

fla, @, ..

Dies gilt natiirlich auch fiir mehrere Variablen
Wenn y

stellt werden.

oy oy
—Zd 4 .
92, r1 + D2y To +

dy =




Beispiele:
o YV =3X;-5Xy, = dY =3dX; —5dX,
o YV =3X?-In(X,) = dY =6X,dX; — (1/X,)dX,
oV = AXXS = dy — (aAXf‘1X§> X, + <6AX10‘X§_1> dX;
e Eine etwas komplexere Funktion:
Y = AX0 X,

Partielle Ableitungen:

aY ay—a
8_)(2 = A(l — Oé)Xl X2
OQY a (5971/2) a—1yv—a
XX, ox, Al — a)aX{ X,

Totales Differential:

Y — Axexi-e
oy oy
av = 9 ax e Y x
ox, ‘T gx, O

= [AaXP'X,7] dX 4 [A(l — ) X7 X5°] dXs

Ao (g)l‘a] o, [0 - (52 ] ax,

1. (1P%) Y = X8,
dY/dX =

2. (1Pkt) Y = X0.8’
Y /dX? =

3. (1P%) d(eX*)/dX =

4. (1Pkt) 7 — XO.SyO.Q

0Z/0X =

5. (1Pkt) 7 = X0'8Y0'2
070y =

Richtige Antworten:
Ergebnis: Prozent: Note:



Integrale

Das Integrieren ist die inverse Operation (d.h. Gegenteil) zur Differentiation.
Wenn man durch Differentiation einer Stammfunktion F(x) die Ableitung f(x) erhilt, so kann
man durch integrieren von f(z) wieder die Stammfunktion F(z) berechnen, allerdings ohne

einer Konstanten C, da beim Differenzieren die Konstanten wegfallen.

dF(x)
dx

= f(x) = /f(x)dx:F(x)+C'

Rechenregeln fiir Integrale:

Oder = C

/adm = ar+C

1

2dy = —— vt 4
a+1

Tde = "4+ C

/
/e
/idm = In(z)+C

Integral einer Summe:

Beispiel:

Wenn k eine Konstante ist gilt

/kf(:v)dx:k/f(x)dm—i—(?

3
/3x2dx:3(%+01> =22+ C

Beispiel:

Bestimmte Integrale

Bestimmte Integrale konnen im zweidimensionalen Koordinatensystem als Flache zwischen
dem Graphen der Funktion und der z-Achse interpretiert werden (bei Funktionen mehrerer

Veranderlicher entspricht es einem Volumen).
’ b
[ #@)de = (P = F®) - Flo
/ f(z)dx =0

10



Y y
y= f(x) y = f(x)
4+ 4+ e
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Abbildung 3: Integral als Flache zwischen z-Achse und Funktion y = f(z).

/abf(x)dm:—/baf(m)dx

/abf(x)dx+/bcf(x)dx:/acf(x)dx

Beispiel: Abbildung 3 zeigt die Funktion y = f(z) = 24/x. Das unbestimmte Integral ist

1.5
/2350'5 dr = 4x3 +C

Die Flache zwischen Funktion und z-Achse im Bereich ;7 = 1 und zy = 4 ist

4 1.574
/2I0‘5dx— 49”3 } —9.333
1

1
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Quick-Test: Driicken Sie Start um mit dem Test zu beginnen!

1. (17%) [ X dX =

2. (1P%) [1dX =

3. (1P) [3X2dX =

4. (17%) [1/X*dX =

5. (1P [VX3dX =

6. 2") [(XP+ X +2)dX =

7. (27%) [)3X2dX =

8. (2°%) [(1/9)X%dX =

9. (27%) [1(0.5 - 0.125% X) dX =

10. (27%%) [2(0.5 —0.125 % X) dX =

Richtige Antworten:
Ergebnis: Prozent: Note:
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