B universitat OLS in Matrixschreibweise
™ innsbruck

Wir wieder von einer einfachen linearen SRF aus (miti=1,...,n)
Yi = TP+ @i2B2 + -+ Tinbh + -+ Takby + &
Dies ist eine Kurzschreibweise fur

y1 = 1181 + w12fo + -+ xS + €1
Yo = w2101 + 2222 + - 4 xop By + 2

OLS in Matrixschreibweise I T T S
Grundlagen der Okonometrie Yi = v+ zi2fe + o+ TS + &
D=+ T 4

www.hsto.info/econometrics Yn = Tn1PB1 + T2+ -+ 2ppBr +En

mit 241 = 1 (Regressionskonstante)

OLS in Matrixschreibweise Matrizen
y1 = 9611?1 + I12§2 +-- Ilkék +é1 Notation:
Yo = 2181 + w2282 + - + Do fi + €2 e Matrizen: fette GroRbuchstaben
St 4 ytegorog4 ® Vektoren: fette Kleinbuchstaben
Y = T P1 + TioBe + - + TipBr + & Spezielle Matrizen:
T T ® Spaltenvektor: (n x 1); Zeilenvektor: (1 x n)
Un = o1 B1 + TnaBa + -+ + TarBe + & ® Quadratische Matrizen: (n x n)
in Matrixschreibweise: " " " " " ® Einheitsmatrix: a; = 1 fliri=1,2,...,nund a;; = 0 wenn i # j, bzw.
Y1 Ti1 Tiz vt Tk /§1 1 10 --- 0
Y2 T21 T2 vt T2k B2 D) 01 -0
= S+ I=
Yn Tnl Tp2 0 Tpk Bk én o0 --- 1
oder kompakter . Spezialfall einer Diagonalmatrix



Matrizenaddition Rechenregeln fur Matrizenaddition

Seien A und B Matrizen der gleichen Dimension, dannist C= A + B Fir geeignet dimensionierte Matrizen gilt
g b e (A+B)+C=A+(B+C)
AR *A+B=B+A
z.B. ® A+ 0= A, wobei 0 die Nullmatrix ist, d.h. aus lauter Nullen besteht.
A+B— (an a12) . (bn b12> _ (au +bi1 ap+ b12> e A+ (—A)=0
az1 G2 b1 b2 21+ b1 az + ba o (c1+@)A=ciA+cA (1 und e sind Skalare)
oder °* ¢c(A+B)=cA+¢B
2 3 3 1 5 4
+ =
4 1 2 4 6 5
Matrizenmultiplikation Matrixmultiplikation
Dimension: Beispiel 1:
A B = C bi1 b2
(nxk) (kxm) (nxm) aip a2 a3
_ A = B = 1ba b
all ayp - A1k b1y Il b]j 10 bim C11 €15+ Cim 2x3 a1 a2 a3 3x2 b b.
) ) | : 31 32
[ S . Do : : :
tai - ain - i) byr ',bgj obgn | | e ofe | cim C - A B — ay1b11 + a12b91 + aizbszr  arrbiz + ai2baa + a13032
'''''''''' o ! - (2x2)  (2x3)(3x2) az1b11 + agabar + assbsy  azibia + agbas + azsbsz
o
an1 Anh * ok bre1 Il b 1' biem Cal * " Cpj t Com
Beispiel 2:
k 2 8§ 1 2
Cij = 3 @irbrj = @by + aigbyj + -+ + ainby; 4 3. 4 1.0) _ 29 4 3
r=1 2 01
-1 -2 0 -1
| —
(nxk)(kxm) ;



Matrixmultiplikation

Rechenregen fiir Matrizenmultiplikation:

Flr geeignet dimensionierte Matrizen gilt
® (AB)C=A(BC) (Assoziativgesetz)
® AB+C)=AB+ AC (linksseitiges Distributivgesetz)
® (B+C)A=BA + CA (rechtsseitiges Distributivgesetz)

Achtung: das Kommutativgesetz AB = BA gilt im allgemeinen nicht!!!
Deshalb muss bei Matrizen zwischen Vor- und Nachmultiplikation unterschieden
werden.

Zum Beispiel:

S G R o IR G R O R

Inverse einer Matrix

Multiplikation einer quadratischen & x k Matrix A mit ihrer Inversen A~! (sofern
diese existiert) gibt die Einheitsmatrix I

AA ' =ATTA=T,
Die Inverse einer Matrix existiert nur, wenn deren Determinante nicht den Wert
Null hat, das heiBt, wenn die Matrix nicht singular ist!
Rechenregeln fiir Inverse:

Seien A und B invertierbare quadratische Matrizen, dann gilt

° (A—l)_l = A

° (A—l)/ — (A/)—l

e (AB)"! =B 'A~! wenn beide Inversen existieren.
o (cA)l=ctA!

[ )
-

AT =

Transponierte einer Matrix

Die Transponierte einer Matrix A, geschrieben A’, erhalt man durch
Austauschen von Zeilen und Spalten, z.B.

air  azx
air ai2 a3
A = ( ) = A = a2 a2

2%3 a1 a2 a3 3%2
a3 a3

Eine quadratische Matrix A ist symmetrisch wenn und nur wenn gilt A’ = A.
Rechenregeln fiir Transponierte:
flr geeignet dimensionierte Matrizen gilt:

o (A/)/ — A

® (A+B)Y=A"+B

® (AB) =B'A/, bzw. (ABCD)' = D'C'B’A’

OLS Schatzfunktion

Summe der quadrierten Residuen: — inneres Produkt

€1
. X . X 52 n 9
se:(sl g - en) . :E 5
: i=1
€n

mité =y — X2
Gesucht ist 3 welcher é’¢ = (y — X3)'(y — X 8) minimiert:

B = argmin |(y — XB)'(y — XB)]



OLS Schatzfunktion
Quadratsumme der Residuen:
gé=(y—XB)(y—XpP)
=@ -B'X")y-Xp)
=yy-B'X'y-yXB+B'X'XB
=yy—28'X'y+B'X'X3

mit 3’ X'y = (8’ X"y)’ = y' X 3 da alles Skalare! (beachte (ABC)' = C'B'A’)

OLS Schatzfunktion

Beispiel: Die Matrix X sei ein n x 1 Vektor mit lauter Einsen, also einer
Regression auf die Regressionskonstante
B=(X'X)"X'y
-1

1 Y1
1 Y2
=<11...1)_ (11...1) :
1 Yn

-1
= (1412 +1%) 7 (ityat+un)

n 1 n
e Sy
i=1 i=1

OLS Schatzfunktion

Ableitung linearer und quadratischer Formen:
B X"y)

9 xt 22 2P o XX
0B Y 0B
Also
min(é'é) = min |y'y — 28'X'y+B'X' X3
B B
-
) _ oxrytrox'xfLo
B

X/Xﬁ":X/y = (X/X)—IX/Xﬂ":(X/X)—lxly
OLS-Punktschatzer

B=(X'X)"'X"y

Gauss-Markov Annahmen

Al Linearitat der PRF: (korrekte Spezifikation)
y=XpB+e
A2 Voller Spaltenrang:
tk(X) =k
mit rk Rang: Maximalzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren
impliziert n > k und keine lineare Abhangigkeit zwischen Regressoren.

(Wenn man aus den Zeilen der n x k Matrix X eine nichtsinguldre k x k Matrix X’ X bilden

kann (d.h. eine Matrix, deren Determinante nicht Null ist), hat X vollen Spaltenrang.)
A3 Exogene Regressoren
(keine ‘omitted variables’, keine simultane Kausalitat, etc.)
A4 i.i.d. Storterme:
g; ~i.i.d.(0,07)



Erwartungstreue

Einsetzen der PRF in Schatzfunktion
B=(X'X)"'X'(XB+e)
N ——
Yy
=(X'X)'X'XB+ (X'X) ' X'e
E(B) =B+E(X'X) ' Xe)

das heilst
EB) =B wenn E(X'e)=0
mit
T11 X2l ccr Tpl €1 > Tigi
T12 X222  ccc Tn2 €2 Zi Ti2€;
X'e = . . . . . =
Tik T2k 0 Tnk En Zz TikEi

Varianz-Kovarianzmatrix von 3

Herleitung:

Unter Gauss-Markov Annahmen gilt 3 = 8+ (X'X)"'X’e und E(3) = 3
Also:

var(B) = E [ - E(8)] [3-E(B)]

(kxk)
= E[(X'X)" !X e][( X' X)X )
=E[(X'X) ' Xee! X (X' X) 7Y
da (AB)' = B’ A’ sowie (A’)' = A; (X'X)~! ist symmetrisch
Far deterministische X (sandwich formula)

var(8) = (X'X) ' X' E(ee) X (X'X) ™!
N e’ N’ e’

bread meat bread

mit E(ee’): Varianz-Kovarianzmatrix der Stérterme!

Varianz-Kovarianzmatrix von 3

Definition der Varianz-Kovarianzmatrix von ,@:

var(8) = E [ - E(8)] [B - E(
Beispiel: 2 x 2 Varianz-Kovarianzmatrix

var(8) =E [ -£@8)] [5-8B)|

)]

=

B B —E(B1) 3 3 3 3.
- ( B2 — E(B2) > ( i B P B )}
_ E[,el E(B)]? E[B1 — E(B1)][32 — E(B2)]
E[B; 1Bz — E(B2)] E[B2 — E(B2)]?
Var(ﬁl) cov(Bl ,B2)
cov(B1,B2)  var(Ba)

Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme

e1 — E(e1)
2 — E(g2)
\(/ar(E)) =E : ( e1 —E(e1) e3—EB(e2) -+ en—BE(en) )
€n — lE(sn)
€1
€2
=B . ( €1 €2 - €n ) = E(ee’) (wenn E(g;) =0)
E(e1)? E(e1g2) ... E(eien) var(e1) cov(erez) ... cov(eren)
E(e2e1)  B(e2)? ... E(e2en) cov(e2eq) var(ez) ... cov(eaen)

E(ee’) = ) ) ) ) =

E(ene1) E(ene2) ... E(en)? cov(enel) cov(enea) ... var(en)



Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme

var(e1) cov(eiez) ... cov(eien)
cov(eaer) var(e2) ... cov(een)
E(ee’) =
(nxn) .
cov(enel) cov(enea) ... var(en)
Wenn A4: g; ~i.i.d.(0,0?)
o 0 0 0
0 o2 0 ,| 01 0
E(ee) = | = =
0 0 o? 00 1

OLS Schatzfunktion

OLS Schatzfunktion:

Mit Gauss-Markov Annahmen Al - A4:

B=(X'X)"'Xy

@r(8) = 5% = (X' X)"!
A
.9 é'é
7= n—=k

Varianz-Kovarianzmatrix von 3

var(3) = E[B-E(B)] [6-E@)] = (X'X) X E(ee) X'(X'X) "
~——

=021

o [(X'X)T' X' X(X'X)7!]
_ 0_2(X/X)—1

Also: wenn A4 ¢; ~ i.i.d.(0,0?)

‘ var(B) = o?(X'X) 7! ‘

aber: o2 unbeobachtbarer Parameter!
Erwartungstreue Schatzfunktion fiir o2 (siehe Skript):
) g'e i ézz
o° = =
n—k n-—k

21

Zusammenfassung

OLS Schatzfunktion: 8 = (X'X)"'X'y
Varianz-Kovarianzmatrix von 8 ohne i.i.d. Stérterme

var(8) = (X'X) ' X' E(ee') X (X'X)
® Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme € ohne i.i.d. Storterme
var(e) = E(e€’)
® Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme € miti.i.d. Stértermen
var(e) = E(ee’) = 02T
® Varianz-Kovarianzmatrix von ,@ mit Gauss-Markov Annahmen
var(B) = o?(X'X) 7!
Eine Schatzfunktion fiir o> mit Gauss-Markov Annahmen

ol 2 22
52 = ge il

23 n—=k n—k



Geometrische Interpretation der OLS Schatzfunktion Geometrische Interpretation der OLS Schatzfunktion

Beispiel: Seiy = w3+ € mit Orthogonalitat:
1 3 Zwei Vektoren x; und x5 stehen rechtwinkelig aufeinander, d.h. sie sind
y = <4> , T = <5> orthogonal 1 Lo, wenn und nur wenn zjxs = 0
z,y - Raum: Spaltenraum: 3 1 K2
Y K2 ] = , Lo =
51 51 Fa (w1, 22) 2 1.5 o do,
(2, 92) (y1,92) /
4 3 1 Sk
3 - 3 _ -1 LT
TiTo = (3 2) (1.5 o
2 2 | I | | L
/ . 71 2 1 5 T T T T T
a . 3x (=1)+2x 2 -1 o 1 2 3K
A (z1iy1) =
0 :ﬁ : 0
“ o 1 2 3 4 57 o 1 2 3 4Kl 2
Geometrische Interpretation der OLS Schatzfunktion Geometrische Interpretation der OLS Schatzfunktion
OLS-Schatzfunktion B als Ergebnis einer orthogonalen Projektion in den Orthogonale firn =3und k =1
Spaltenraum (firn =2 und k = 1)
Y é
y==z08

bl
8

Ky

27



Geometrische Interpretation der OLS Schatzfunktion

Orthogonale firn =3 und k = 2

K3

Zwei wichtige Matrizen: M & P

Eigenschaften der residuenerzeugenden Matrix M:

® M ist symmetrisch, d.h. M = M’
® M istidempotent, d.h. MM = M
® Die Matrizen M und X sind orthogonal, d.h. M X = O

weil MX=[-X(X'X)'X]X=X-X=0

Daraus folgt auch

weil é=My=M(XB+¢)=08+ Me= Me
——
Yy

® M ist singular mit Rangn — &

29

31

Zwei wichtige Matrizen: M & P

Residuenerzeugende Matrix M:
Einsetzen der OLS Schatzfunktion 8 = (X'X) 1 X'y iné = y — X3 gibt
E=y-XB=y-X(X'X)'X'y=[I-XX'X)"'X']y

M

Also
M =I-X(X'X)"'x'

(nxn)

und
€=My

Zwei wichtige Matrizen: M & P

Projektionsmatrix P: (Hutmatrix)

P =X X'X)'X'=I-M
(nxn)
y=y-é=y-My=(I-My=XXX)"'X'y=Py

— Hutmatrix (hat matrix)
Eigenschaften der Projektionsmatrix P:

® symmetrisch P = P’

® idempotent P = PP

® P und M orthogonal, d.h. PM = MP =0

® P ist singular mit Rang k



Zwei wichtige Matrizen: M & P

P und M werden fur zahlreiche Beweise bendtigt.

DarlUber hinaus haben sie eine grafische Interpretation (orthogenale Zerlegung):

y=y+é€
=Py + My
= Projektion + Residuum

33

Matrix transform

cos 0" sin 90
-sin 90° cos 90°

Quelle: https://xkcd.com/184/

Thanks!


https://xkcd.com/184/
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