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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Es gibt viele Schatzfunktionen (OLS, ML, GMM, ...).

Wie konnen diese verglichen/beurteilt werden?

Was unterscheidet ‘gute’ von ‘schlechten’ Schatzfunktionen?
® Eigenschaften von Schatzfunktionen:

® Erwartungstreue

® Effizienz (Varianzminimalitat)
® Konsistenz

® usw.

® Wie kdnnen diese Eigenschaften gezeigt/bewiesen werden?

® frage: Welche Annahmen mtlssen erfillt sein, damit OLS-Schatzfunktionen
diese Eigenschaften besitzen?

e z.B. fUr Erwartungstreue und Effizienz: Gauss-Markov Annahmen
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen
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1) erwartungstreu und effizient,
2) erwartungstreu, aber nicht effizient,



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

1) 2) 3)

1) erwartungstreu und effizient,
2) erwartungstreu, aber nicht effizient,
3) verzerrt, also auch nicht effizient.
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Erwartungstreue: E(Eg) i B
e trifft die Schatzfunktion ‘im Durchschnitt’ richtig?
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Erwartungstreue: E(ﬁg) i B
e trifft die Schatzfunktion ‘im Durchschnitt’ richtig?
® Beispiel: OLS Steigungskoeffizient: R
wir bendtigen Zusammenhang zwischen 5 und 35
5 _ cov(z,y)
var ()

y=p1+px+e  (PRF)

® Einsetzen der PRF in OLS Schatzfunktion

5, = @@y) _ @Vl (Bt for o)
> T () var(z)
- @1(55) cov(z, B1) + Bacov(z,x) + cov(zx,e)

=0 =vai(z)
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Al: PRF linear und korrekt spezifiziert
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Erwartungstreue: E(ﬁg) -z 55

~ cov(z,e)
/82 - /82 + m

Deshalb

E(B2) = B2 wenn und nur wenn E(cov(z,¢)) =0

= OLS Schatzfunktion ist erwartungstreu, wenn
Al: PRF linear und korrekt spezifiziert

A2: n > k und keine perfekte Multikollinearitat

A3: E(cov(z,e)) =0 [bzw. allgem.: E(¢|z) = E(e) = 0]



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Erwartungstreue:
ad A3: wenn E(cov(z,¢)) # 0 ist € eine Funktion der z, also £(x)

PRF:  y = 31 + fBox + ()

mit dem marginalen Effekt
dy de
% - /32 + %
——
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Erwartungstreue:
ad A3: wenn E(cov(z,¢)) # 0 ist € eine Funktion der z, also £(x)

PRF:  y = 31 + fBox + ()

mit dem marginalen Effekt

dy de
%_624‘%
———

B3
® Wir kénnen mit OLS nur die Summe 33 schatzen, nicht den interessierenden
Koeffizienten (!
® |dentifikationsproblem - Endogenitéat (endogene Regressoren)
® = OLS liefert verzerrte Ergebnisse!
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Erwartungstreue:
ad A3: Endogene Regressoren: Kernproblem der Okonometrie

Typische Falle:

® fehlenden relevanten Regressoren (omitted variables bias), unbeobachtete
Heterogenitat und Selektionsprobleme,

® Simultaner Abhangigkeit in interdependenten Systemen (feed-back
Mechanismen; omitted equation bias).

® Messfehler in den erklarenden Variablen.



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Stochastische Regressoren: — (y;, x;) Paare werden simultan gezogen!

FUr stochastische Regressoren werden 2 weite-
re Annahmen ben6étigt:

AS 1: Die (z;,y;) Paare sind
iid.Vi=1,...n,

AS 2: GroBe Ausreiller sind
unwahrwahrscheinlich:
0 < E(x}) < 0o und
0 < E(y}) < o0

Resultate bleiben auch fir stochast. Regressoren weitgehend gultig.



OLS Standardfehler

B, =@y 2w -D)i—p) _ Lili-1)
var(z) Yilwi—2)?2 Yz —2)
weil
D @wi—B)yi—9) =) (wi—Tyi— > (1 —B)y

= Z(xz —I)y; — gZ(xZ — )
= (zi—2)y;  weil Z(w —I)=0



OLS Standardfehler

_cov(z,y)  iwi—2)(yi—y) Zz(ajl - f) .
var(z) Ylwi—2)?2 Y

weil

= Z(xi —T)yi — @72(% -7
= Z(ml —z)y;  weil Z(ml -z

Also: OLS Schatzfunktion ist linear in y

(z; — 7)

= W5 Y mit w; ' = =———
2 TR
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OLS Standardfehler

FUr die Gewichte w; gilt: (siehe Skript)

(1] Ziwizo
O > wi=1/3 (% — )’
9 Ziwiwizl

Einsetzen der PRF in die OLS Schatzfunktion 32 gibt

~

Br = Y wiyi =Y wi(B+ Pomi + &)
= b Zwi+ﬁzzwi$i+zwi€i
= Bat Y wi
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist definiert als

var(Bg) = E[B2—E(B2)]2
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist definiert als

Var(gg) = E[@ - E(B2)]2 R
= E[f— () (wenn E(B2) = o)



OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist definiert als

Var(gg) = E@z - E(B2)]2 R
= E[f— () (wenn E(B2) = o)

2
= E (Z wie’:‘i> (weil BQ = 52 + Z’wie’;‘i, s.0.)

= E(wie +wiej + - +wie2 + -

co 4 2wiwaE e + ¢+ 2Wy 1 WpEp_1En)

11
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Eg ist definiert als

Var(gz)

E[5> — E(5:))?

E[fy — B> (wenn E(B) = o)

(2

E (w%e% + w%e% +

(weil By = B + Z’wz‘&i, s.0.)

co 4 2wiwaE e + ¢+ 2Wy 1 WpEp_1En)

n
E (Z w?s?)
i=1

=02, w? wenn
homoskedastisch

non
+E Z Z 2wiwj5¢6j

i=1 j=2
J>i

= 0 wenn keine
Autokorrelation
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist also
var(gg) = E (w%e? +wied - wiek + -

oo 2wiwaErEg + - -+ 2Wp 1 WhEp—1Ep)
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist also
var(fj\g) = E (w%e? +wied 4+ wied + -

oo 2wiwaErEg + - -+ 2Wp 1 WhEp—1Ep)

Mit zusatzlicher Annahme A4:

g ~iid. (0, 02)

d.h. wenn var(e;) := E(g;)? = 02 und cov(e;, €;)

E(ei,sj) =0flrq 75]
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OLS Standardfehler

Die Varianz der Zufallsvariable Ez ist also
var(fj\g) = E (w%e% +wied 4+ wied + -

oo 2wiwaErEg + - -+ 2Wp 1 WhEp—1Ep)

Mit zusatzlicher Annahme A4:

g ~iid. (0, 02)

d.h. wenn var(e;) := E(g;)? = 02 und cov(e;, €;)

~

= E(e4,e5) =0 furi # j:

var(f2) = E(w%‘72+w302+'-‘+w%o2+...

st 2wiwe0 + - - - 4 2wy 1wy, 0)

= o Zw? mit Zw? = 1/2(951 —7)%,(s.0.)

2w — )2
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OLS Standardfehler

Varianz des OLS Steigungskoeffizienten Bg:

~

var(f2) =

02

i (zi — )’

e kann aber nicht geschatzt werden, da o2 ein unbeobachtbarer Parameter

des DGP ist!
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OLS Standardfehler

Varianz des OLS Steigungskoeffizienten Bg:

~

var(f2) =

02

i (zi — )’

e kann aber nicht geschatzt werden, da o2 ein unbeobachtbarer Parameter

des DGP ist!

® Eine unverzerrte Schatzfunktion fir o2 ist

6,2 o ZZ 522

n—k

mit £;: OLS Residuen; n — k: Freiheitsgrade
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OLS Standardfehler

Freiheitsgrade:

® FUr jeden der insgesamt k zu schatzenden Parameter wird eine Bedingung
1. Ordnung (FOC) bendtigt!
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OLS Standardfehler
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OLS Standardfehler

Freiheitsgrade:

® FUr jeden der insgesamt k zu schatzenden Parameter wird eine Bedingung
1. Ordnung (FOC) bendtigt!

®zB.) ,&=0und}  &x; =0
® |Jede FOC determiniert ein Residuum (‘verliert Freiheit’)

* Fir drei Residuen und FOC 22 &, = 0:
wenn é; = —3, éo = 5 folgt é3 = —2!
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OLS Standardfehler

Freiheitsgrade:

® FUr jeden der insgesamt k zu schatzenden Parameter wird eine Bedingung
1. Ordnung (FOC) bendtigt!

zB. )Y & =0und ) x; =0

Jede FOC determiniert ein Residuum (‘verliert Freiheit’)

Fur drei Residuen und FOC 32 &; = 0:
wenn é; = —3, éo = 5 folgt é3 = —2!

= wenn k Koeffizienten geschatzt werden verbleiben n — k Freiheitsgrade!
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OLS Standardfehler

Standardfehler der Koeffizienten (Wurzel aus Varianz)

o~ . 62 o~ . 625 a?
REERCENTD > e I T o
mit -
22 i
n—=k

Standardfehler (standard error) := Standardabweichung einer Schatzfunkt.

Kennzahl fur die Genauigkeit eines geschatzten Koeffizienten in Bezug auf
die Stichprobenvariabilitat!

Werden fUr Hypothesentests benoétigt.

Sollten immer (!) unter (bzw. neben) Koeffizienten angegeben werden!



16

OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten
(‘was macht eine Schatzung genau’?)

22
mit 6_2:21 )
leiﬂz—l’ =

Ceteris paribus ist der Standardfehler umso kleiner, d.h. die Schatzung genauer,

o

@ je kleiner die Varianz der Stérterme o2 (bzw. deren Schitzung 42) ist,
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22
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Ceteris paribus ist der Standardfehler umso kleiner, d.h. die Schatzung genauer,

o

@ je kleiner die Varianz der Stérterme o2 (bzw. deren Schitzung 42) ist,
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OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten
(‘was macht eine Schatzung genau’?)

22
mit 6_2:21 )
leiﬂz—l’ =

Ceteris paribus ist der Standardfehler umso kleiner, d.h. die Schatzung genauer,

o

@ je kleiner die Varianz der Stérterme o2 (bzw. deren Schitzung 42) ist,
@ je gréBer die Streuung der z ist, d.h., je groBer >, (z; — 3’3)2) ist,
© je groBer n ist, da der Nenner ", (z; — ) mit n zunimmt.
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OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten
(‘was macht eine Schatzung genau’?)

22
mit 6_2:21 )
leiﬂz—l’ =

Ceteris paribus ist der Standardfehler umso kleiner, d.h. die Schatzung genauer,

o

@ je kleiner die Varianz der Stérterme o2 (bzw. deren Schitzung 42) ist,
@ je gréBer die Streuung der z ist, d.h., je groBer >, (z; — 3’3)2) ist,

© je groBer n ist, da der Nenner ", (z; — ) mit n zunimmt.

@ Multiple Regression: je weniger die x untereinander korreliert sind.



OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten

1) Regressionen mit unterschiedlicher Varianz von ¢ (o2):

. . 9.
y o2 ist klein y o2 ist grof
. /'/' . .
-,
®e . .
° 9//. ¢ . e
LA ° e

o’ .,

-

e i
~n0y . ~
M ”
) Pid °
4 -,
» A °
., R o % o
4 -
- P .
& L7 . .
x

17



OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten

2) Unterschiedliche Streuung der erklarenden x Variable:

> (@ — z)? groB = genau

18

> (@ — z)? klein = ungenau




OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten

3) Unterschiedliche GroRRe der Stichprobe (n):

n gro = genau n klein = ungenau
Yy Yy
[ ]
o o °
L] Py
// -
.- . .~
. /,’ . //’
.. _ Pl . [} //’
// //
* ./// o0 [ * /// ° °

19
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OLS Standardfehler

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten
4) Multiple Regression:
Yi 231 +§2$¢2+B3Ii3+“'+Bh$ih+"'+gkﬂfik+éi

Standardfehler des Koeffizienten h:

~ &2
se(ﬂh) - \/(1 — Ri%) Zz(‘rlh _ fh)Q

mit R% Bestimmtheitsmals der Hilfsregression:

Tip = Q1 + Qoo + -+ + Qp—1Tiph—1 + Qpp1Ting1 + - + QpTip + V4

—>Ri

= je groBBer die lineare Abhangigkeit der x untereinander, je ungenauer die

Schatzung!!! (Multikollinearitat)
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OLS Standardfehler

Robuste Standardfehler der Koeffizienten:

® Wenn
A4 ¢ ~iid.(0,07)

verletzt sind OLS Standardfehler falsch (d.h. verzerrt)!!!
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Robuste Standardfehler der Koeffizienten:
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® Fir solche Falle wurden robuste Standardfehler (White, 1980) entwickelt.
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OLS Standardfehler

Robuste Standardfehler der Koeffizienten:

® Wenn
Ad: ¢ ~iid.(0,07)
verletzt sind OLS Standardfehler falsch (d.h. verzerrt)!!!
® Fir solche Falle wurden robuste Standardfehler (White, 1980) entwickelt.

® Falls A4 erfullt sind diese zwar deutlich ungenauer,
aber wenn A4 verletzt sind diese zumindest konsistent (d.h. werden mit
zunehmender StichprobengrofBe genauer).
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OLS Standardfehler

Robuste Standardfehler der Koeffizienten:

® Wenn
A4 ¢ ~iid.(0,07)
verletzt sind OLS Standardfehler falsch (d.h. verzerrt)!!!

® Fir solche Falle wurden robuste Standardfehler (White, 1980) entwickelt.

® Falls A4 erfullt sind diese zwar deutlich ungenauer,
aber wenn A4 verletzt sind diese zumindest konsistent (d.h. werden mit
zunehmender StichprobengrofBe genauer).

o kommt spater bei Heteroskedastizitat ausfuhrlicher ...
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Effizienz: Gauss-Markov Theorem

Gauss-Markov Theorem

Unter den Gauss-Markov Annahmen Al — A4 des ‘klassischen
linearen Regressionsmodells’ haben OLS-Schatzfunktionen
innerhalb der Klasse aller linearen und erwartungstreuen
Schatzfunktionen die kleinste Varianz, oder in anderen Worten,
sie sind BLUE, d.h. OLS ist ein Best Linear Unbiased Estimator.
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Effizienz: Gauss-Markov Theorem

Gauss-Markov Theorem

Unter den Gauss-Markov Annahmen Al — A4 des ‘klassischen
linearen Regressionsmodells’ haben OLS-Schatzfunktionen
innerhalb der Klasse aller linearen und erwartungstreuen
Schatzfunktionen die kleinste Varianz, oder in anderen Worten,
sie sind BLUE, d.h. OLS ist ein Best Linear Unbiased Estimator.

Gauss-Markov Annahmen:
@ PRF ist linear und korrekt spezifiziert: y; = 81 + Boxio + -+ - + Brzir + €
® n > k und keine perfekte Multikollinearitat
© Storterme und Regressoren sind stochastisch unabhangig:
E(g;|X) =E(g;) =0
O Storterme sind i.i.d.: g; ~ i.i.d.(0, 0?)
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Effizienz: Gauss-Markov Theorem

OLS-Schatzfunktionen sind effizient, d.h. var(B9) < var(fs)
(B2 ist eine beliebige lineare erwartungstreue Schatzfunktion fur 3s)
Beweisidee:

(1) §tarte mit beliebiger linearen Schatzfunktion, z.B.

5:Ziciyi



23

Effizienz: Gauss-Markov Theorem

OLS-Schatzfunktionen sind effizient, d.h. var(B9) < var(fs)
(89 ist eine beliebige lineare erwartungstreue Schatzfunktion fir [3s)

Beweisidee:
@ Starte mit beliebiger linearen Schatzfunktion, z.B.
B = Zz Ci Yi
© Ermitteln notwendige Bedingungen fir Erwartungstreue:
E(8)=Bwenn) . c;=0und ), c;z; =1 (siehe Appendix)
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der Erwartungstreue:

min: var(f) unter NB: > . ¢; =0und ), c;z; = 1; — Lagrange
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Effizienz: Gauss-Markov Theorem

OLS-Schatzfunktionen sind effizient, d.h. var(B9) < var(fs)
(89 ist eine beliebige lineare erwartungstreue Schatzfunktion fir [3s)

Beweisidee:
@ Starte mit beliebiger linearen Schatzfunktion, z.B.

B = Zz Ci Yi
® Ermitteln notwendige Bedingungen fur Erwartungstreue:
E(3) =Bwenn Y, ¢;=0und 3, ciz; = 1 (siehe Appendix)
© Minimieren Varianz dieser linearen Schatzfunktion unter Nebenbedingung
der Erwartungstreue:
min: var(/3) unter NB: ", ¢; = 0und 3, ¢;z; = 1; — Lagrange
@ Losung dieses Minimierungsproblems: ¢; = w;,
also ist OLS Schatzfunktion varianzminimal!
BeweisfUhrung erfordert wieder Annahmen Al — A4!
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Zusammenfassung

Gauss-Markov Annahmen:
@ PRF ist linear und korrekt spezifiziert: y; = 81 + Boxio + -+ - + Brzir + €
® n > k und keine perfekte Multikollinearitat
© Storterme und Regressoren sind stochastisch unabhangig:
E(&i|X) =E(g) =0 (Spezialfall: cov(e, x) = 0)
O Stérterme sind i.i.d.: g; ~ i.i.d.(0,0?)

°* Erwartungstreue: A1 — A3 mussen erfullt sein.

e Effizienz: A1l - A4 mussen erfullt sein.

Falls A1 — A3 erflllt aber A4 verletzt — OLS Standardfehler verzerrt!
= Hypothesentests und Konfidenzintervalle ungultig!!!
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Zusammenfassung

Gauss-Markov Annahmen:
@ PRF ist linear und korrekt spezifiziert: y; = 81 + Boxio + -+ - + Brzir + €
® n > k und keine perfekte Multikollinearitat
© Storterme und Regressoren sind stochastisch unabhangig:
E(&i|X) =E(g) =0 (Spezialfall: cov(e, x) = 0)
O Stérterme sind i.i.d.: g; ~ i.i.d.(0,0?)

°* Erwartungstreue: A1 — A3 mussen erfullt sein.

e Effizienz: A1l - A4 mussen erfullt sein.

Falls A1 — A3 erflllt aber A4 verletzt — OLS Standardfehler verzerrt!
= Hypothesentests und Konfidenzintervalle ungultig!!!

Thanx ...



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen: Asymptotik
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Bisher: Stichprobenkennwertverteilung selbst spielte keine Rolle, wir
interessierten uns nur flr deren ersten beiden Momente (Erwartungswert
und Varianz)!

® Erwartungstreue & Effizienz: Beweise sind unabhangig von
StichprobengréfRe n!

® Diese Beweise erfordern strenge Annahmen, in komplexeren Fallen kénnen
Erwartungstreue & Effizienz haufig nicht bewiesen werden!

°* = Asymptotik!
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deskriptiv

Datengenerierender

Prozess (DGP)

y=pi+ Pow +e¢

Stochastische Regressionsanalyse: Asymptotik

\

| n Paare von Zufallsvariablen;
| &; identisch & unabhingig verteilt? Stichprobenkennwert-
verteilung von
', €1~ N(0,07) wenn n — oo
: Schiitz-
funktion

ceerti=yp =B -]

i~ B — B2 & ~N(0,02)

DQYIqOI) TYITL

mit Gauss-M. Ann.
0~ N(0,02) | E(B2) = B2

. ' var(/

y 00 ... Asymptotik

o

) = s

[
! Zustéinde vor dem Zufallsexperiment (ex ante) sind nicht beobachtbar!

7
o ZUFALLSEXPERIMENT

—

) Nach dem Zufallsexperiment (ex post) existiert kein Zufall (Realisationen)!

—_——

—_————— by=—F~ = —----- - 0 by

ADQIYIDQOIq

Schitzung (Zahl)

@©H. Stocker
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Asymptotik: z.B. flr arithm. Mittel u

Folge von Schéatzfunktionen {[i,}, wenn sequentiell eine weitere Beobachtung
dazukommt:

(i) = o 1+ T2 X1+ 22+ T3 T+ T2+ -+ a,
Hn 1, 2 y 3 ey n

Wie entwickelt sich diese Folge, wenn n — co?

= Asymptotik!
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistenz:

0 élDD élO é

Konsistente Schatzfunktionen kénnen in kleinen Stichproben verzerrt sein,
konvergieren aber mit steigendem Stichprobenumfang (n — o) der
Wahrscheinlichkeit nach gegen den wahren Wert 6.



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Definition:

Wenn 6 ein Parameter des DGP und én entsprechendfe
Schatzfunktion flr Stichprobe der GrolRe n, dann ist 4,, eine
konsistente Schatzfunktion fir # wenn flr jedes § > 0 gilt

lim Pr[lén—0|<5} =1 mitd>o0

n—oo

= die Wahrscheinlichkeit, dass mit n — co der Absolutbetrag der Differenz
zwischen 6,, und 0 kleiner als eine beliebig kleine Zahl § > 0 wird, konvergiert
mit zunehmendem Stichprobenumfang gegen 1.
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der GroRen Zahl’



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der GroRen Zahl’

® Gesetze der GroBen Zahl: mathematische Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie;
= unter welchen Umstanden/Annahmen konvergiert eine Folge von
Zufallsvariablen gegen eine Konstante (z.B. Erwartungswert der ZV).
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der GroRen Zahl’

® Gesetze der GroBen Zahl: mathematische Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie;
= unter welchen Umstanden/Annahmen konvergiert eine Folge von
Zufallsvariablen gegen eine Konstante (z.B. Erwartungswert der ZV).

® wenn die Anzahl der Versuche gegen unendlich geht konvergiert die
Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit der Erfolge im Intervall
(16, — 0] — 0), (|6,, — 6] + &) liegt, fir jedes noch so kleine § > 0 gegen Eins,
bzw. dass es aulBerhalb des Intervalls liegt, gegen Null!

30



Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

® Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der GroRen Zahl’

® Gesetze der GroBen Zahl: mathematische Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie;
= unter welchen Umstanden/Annahmen konvergiert eine Folge von
Zufallsvariablen gegen eine Konstante (z.B. Erwartungswert der ZV).

® wenn die Anzahl der Versuche gegen unendlich geht konvergiert die
W{:]hrscheinlichkgit, dass die relative Haufigkeit der Erfolge im Intervall
(10, — 0| —9), (|0, — 6] + 0) liegt, fur jedes noch so kleine 6 > 0 gegen Eins,
bzw. dass es aulBerhalb des Intervalls liegt, gegen Null!

® Annahmen: variieren nach Gesetz; gelten ziemlich sicher fur i.i.d. verteilte
VA,
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der Gro3en Zahl’

Gesetze der GroBen Zahl: mathematische Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie;

= unter welchen Umstanden/Annahmen konvergiert eine Folge von
Zufallsvariablen gegen eine Konstante (z.B. Erwartungswert der ZV).

wenn die Anzahl der Versuche gegen unendlich geht konvergiert die
W{:]hrscheinlichkgit, dass die relative Haufigkeit der Erfolge im Intervall
(10, — 0| —9), (|0, — 6] + 0) liegt, fur jedes noch so kleine 6 > 0 gegen Eins,
bzw. dass es aulBerhalb des Intervalls liegt, gegen Null!

Annahmen: variieren nach Gesetz; gelten ziemlich sicher fur i.i.d. verteilte
VA,

Achtung: Annaherung ist nicht monoton! (AusreiSer immer maglich)
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistente Schatzfunktionen folgen einem ‘Gesetz der Gro3en Zahl’

Gesetze der GroBen Zahl: mathematische Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie;

= unter welchen Umstanden/Annahmen konvergiert eine Folge von
Zufallsvariablen gegen eine Konstante (z.B. Erwartungswert der ZV).

wenn die Anzahl der Versuche gegen unendlich geht konvergiert die
W{:]hrscheinlichkgit, dass die relative Haufigkeit der Erfolge im Intervall
(10, — 0| —9), (|0, — 6] + 0) liegt, fur jedes noch so kleine 6 > 0 gegen Eins,
bzw. dass es aulBerhalb des Intervalls liegt, gegen Null!

Annahmen: variieren nach Gesetz; gelten ziemlich sicher fur i.i.d. verteilte
VA,

Achtung: Annaherung ist nicht monoton! (AusreiSer immer maglich)
Beweis: Chebychevs Ungleichung (s. Skript)
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistenz: Beispiel Mittelwert der Augenzahl beim Wurfeln (i.i.d.)

n <- 300; i <- 1:n
means <- cumsum(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))/i

z.B. o
i ! 2 3 4 5
X 4 2 2 1 6
cumsum(X) 4 6 8 9 15 «J
means 4.00 3.00 2.67 225 3.00

Mittelwert

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

StichprobengréBe n
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistenz: Schreibweisen
e Definition: X
lim Pr[|0n—9|<5] —1 mit§>0

n—oo
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistenz: Schreibweisen
e Definition: X
lim Pr[|¢9n—9|<5] —1 mits>0

n—oo

® Kurzschreibweise 1: ‘convergence in probability’

0250
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Konsistenz: Schreibweisen
e Definition: X
lim Pr[|en—9|<5] —1  mit§>0

n—oo
® Kurzschreibweise 1: ‘convergence in probability’
00
e Kurzschreibweise 2: ‘probability limit’

plim 6,, = 6
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Rec!men mit 'probabilitAy-Iimits': (Konsistenz)
Far 6,, und ¥,, ZV mit plim#,, = 6 und plim¥,, = ¢ (0: theta und ¢: vartheta)

@ FUr Konstante ¢: plimec = ¢
(2] plim(én + 7/%) = plim 0, + plim 5,1 =0+
(3) plim(én@\n) = plim 0, plim @L =09

o A )
0, plimé@, 0 .
lim | =2 | = == farv #£0
P <?9n > plim ¥, Y ( #0)

© Wenn § eine konsistente Schatzfunktion fiir 6 und h(é) eine stetige Funktion
von 0 gilt

plim h(6) = h(0)

(3), (4) & (5) gelten nicht fur Erwartungswertoperator = plim Beweise einfacher!
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Asymptotische Normalverteilung

Asymptotische Normalverteilung

Eine Schatzfunktion ist asymptotisch normalverteilt, wenn deren normierte
Stichprobenkennwertverteilung mit zunehmender Stichprobengréle gegen die
Normalverteilung konvergiert.

Dahinterliegendes Konzept: Konvergenz hinsichtlich der Verteilung
(‘Convergence in Distribution’):

= die Verteilung einer Folge von Schatzfunktionen én konvergiert mit
zunehmendem Stichprobenumfang konvergiert unabhangig von der Verteilung
des DGP gegen die Normalverteilung!

= Zentrale Grenzwertsatze
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Eigenschaften von OLS Schatzfunktionen

Asymptotische Normalverteilung: ‘Convergence in Distribution’
z.B. fiir arithmetisches Mittel § einer Folge von ZV z; mit z; ~ i.i.d.(0, 02) und
0<o0?<o0 A
0, —0 v o1
lim Pr{\/ﬁ(”) < y} :/ —e_ZQ/2dz
n—00 o o 2

alternative Schreibweise R
Vi (6 —0) -5 N(0,0?)

d.h. wenn z; ~i.i.d.(6,0?) und 0 < 0 < oo, dann konvergiert die Verteilung von
v/n(60 — ) gegen die Normalverteilung mit Mittelwert Null und Varianz o2



Asymptotische Normalverteilung

Beispiel 1: Wirfeln, Vertlg. der Mittelw., je 10 000 Stichproben mitn =1,2,5,20

Sampling distribution Sampling distribution
of mean forn= 1 of mean forn= 2
@ @
E 3
< <
3 s
- g .
3 ° 8 °
o o
S s
o °
e e I A e e e e |
12 3 4 5 6 T2 3 4 5 6
Sample means Sample means
‘Sampling distribution Sampling distribution
of meanforn= 5 of mean forn= 20
3 7 o
b3 ©
S E
> 2 > o
z ° g <
8 g 8 3
S S h
- o
s s
2 L 2 L
R e e ° — T T
12 3 4 5 6 25 30 35 40 45 50

Sample means Sample means



Asymptotische Normalverteilung

Beispiel 2: Stundenléhne (EU-Silc AUT, 2015), Grundgesamtheit und Mittelwerte
von je 10000 Stichproben mit n = 10, 30, 500

(1) Population: (2) Sampling distribution
Relative frequencies of StdL of mean forn=10
g
S
e
8 s
S
> > °
z 4 z 2
2 o 2 o
§ o 5
a s .
&
g S
s s
8 8
S S
0 50 100 150
'Stdl Sample means for 'StdL’
(3) Sampling distribution (4) Sampling distribution
of mean for n = 30 of mean for n = 500
o
£
o S
8
S ©
& o g 3
S
o
4 S
8 Al 5 L
3 — °
15 15.0 16.0 17.0

Sample means for 'Stdl" Sample means for 'StdL'
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Mean Square Error

Trade off zwischen Bias und Varianz:

D (e

2

TR

)

&@

2

Mean Square Error: (siehe Skript)
MSE(f) =

E(0 - 0)*

E[ —

var(6) +

E(0
[Bia

Ik

+ [Bia

£(0)

s(

+
s(f

+ |E

)]

(0
2

)

_ 9]2
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Mean Square Error

Trade off zwischen Bias und Varianz:

W78

2

TR

)&

Mean Square Error: (siehe Skript)

~

MSE(f) = E(0—0)>

£(0)

Thanx ...
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